Aufgabe 1. (3 Punkte)
Man beweise, unter Verwendung des Hauptzweiges des Logarithmus, fiir « € Ryg und z € C
die folgenden beiden Gleichungen:

log |z| = Re(log(z)), Re(a?) = o) . cos(Im(z) log(e)).

Wie verdndern sich die beiden Seiten der ersten Gleichung bei einer anderen Wahl des Loga-
rithmus? Gilt die zweite Gleichung auch fiir o € C?

Losung. Wir haben z = ¢lo87 = gRellog2) gilm(log 2) Eg folgt, dass |z| = eR¢(°22) und weiterhin
log | 2| = log eRe(l°82) — Re(log 2). Die letzte Gleichung gilt nur fiir den Hauptzweig des Loga-
rithmus. Fiir andere Zweige wird aus log |z| der Ausdruck log |z| + 27win, n € Z. Der Realteil
des Logarithmus und mithin die rechte Seite der ersten Gleichung bleiben unveréandert..

Fiir die zweite Gleichung bemerken wir, dass log(a) € R und of¢?) € R. Dann gilt
Re(az> _ Re<ezlog(a)) _ Re(eRe(z) 10g(a)eilm(z) log(a)) _ aRe(z)Re(eiIm(z) log(a)) _ aRe(z) COS(IHI(Z) log(a)).

Fiir « € C ist die linke Seite der zweiten Gleichung reell, aber nicht die rechte Seite. Also gilt
die zweite Gleichung fiir a € C nicht.

Aufgabe 2. (5 Punkte)
Man zeige, dass die Funktion f(z) = z* + z/8 — 1 genau eine Nullstelle in Dy /5(1) hat. Man
finde #hnliche Abschétzung fiir die anderen Nullstellen von f(z).

Lésung. Wir setzen g(z) = z* — 1 und bekommen die folgenden Abschitzungen. Sei z €
0Dy )3(1), also [z — 1| = 1/2. Dann 2| < 3/2, |z + 1| > 3/2 und |z £ | > V2 — 1/2. Daraus
folgt, dass [f(z) — g(2)| = |2/8] < 3/16 und |g(2)| = |z = 1| - |z + 1| - |z —i| - |z + 4] >
(3/4)(v2 —1/2)% > 3/16.

Wir erhalten die Ungleichung | f(2)—g(2)| < [g(2)| auf D, j5(1). Da f und g ganze Funktionen

sind, diirfen wir den Satz von Rouché verwenden. Er lautet, dass f und g gleichviele Nullstellen
mit Vielfachheit in D /5(1) haben. Die Nullstellen von g sind +1, 4-i. Genau eine Nullstelle

von g liegt in Dy /5(1). Somit hat f genau eine Nullstelle dort.

Analog behandelt man die Kreisscheiben D (1), Dy jo(=£7), die der anderen drei Nullstellen
von g entsprechen.

Aufgabe 3. (5 Punkte)
Man bestimme den Typ aller Singularitdten und die Ordnung aller Pol- und Nullstellen der

Funktionen f(z) = (;isy/r;))Q und g(z) = m fiir z € CU {oo}.

Loésung. Wir betrachten die Funktion f. Nullstellen des Zéhlers: z, = n+1/2, n € Z, alle mit
Vielfachheit 1. Nullstelle des Nenners: 1/2, Vielfachheit 2. Nullstellen von f: z, = n + 1/2,
n € Z, n # 0, Ordnung 1. Polstellen von f: z = 1/2, Ordnung 1. Fiir 2 = oo setzen wir
w = 1/z. Dann sind w, = 1/(n + 1/2) die Nullstellen von f, und w, — 0 fiir n — oo.
Somit ist w = 0 der Haufungspunkt der Nullstellen von f. Es folgt, dass f eine wesentliche
Singularitédt in w = 0 (also z = o) hat.

Wir betrachten g. Nullstellen des Nenners: z,, = 7r17w Ordnung 1. Also sind z, einfachen Pol-

stellen von g. Da z = 0 der Haufungspunkt von z, ist, hat g in z = 0 wesentliche Singularitét.
Wir setzen w = 1/z. Dann g(w) = 1/sin(w). Der Nenner hat einfache Nullstelle in w = 0.
Somit ist z = oo einfache Polstelle von g. Die Funktion g hat keine Nullstellen.



Aufgabe 4. (4 Punkte)
Sei f: C — C\ {2z | Im(z) = 0, Re(z) > 0} eine holomorphe Funktion. Man bestimme das
Bild der Funktion.

Losung. Da das Gebiet U = C\ {z | Im(z) = 0, Re(z) > 0} einfach zusammenhéngend ist,
und U # C gilt, diirfen wir den Riemannschen Abbildungssatz verwenden. Damit finden wir
eine biholomorphe Abbildung g: U — D;(0). Wir erhalten eine ganze beschrinkte Funktion
h = go f. Laut dem Satz von Liouville ist h konstant. Es folgt, dass f = g~ oh auch konstant
ist und dass das Bild von f ein Punkt ist.

Aufgabe 5. (5 Punkte)
Sei f: U — C eine nicht-konstante holomorphe Funktion auf einem Gebiet U, welches Dg(z)

enthélt. Man nehme an, dass |f(2)| fir z € 9Dg(z0) konstant ist, und zeige, dass dann f eine
Nullstelle in Dg(zp) besitzt.

Losung. Sei K = Dpr(z). Wir verwenden das Maximumprinzip:
sup | f(z)] = sup [f(2)].
zeK z€0K

Wir setzen a = sup,cor | f(2)|. Falls a = 0 gilt, ist f = 0 auf K. Insbesondere hat f eine
Nullstelle in Dg(zg). Tatséchlich kann dieser Fall nach dem Identitétssatz nicht auftreten,
dann sonst f auf U konstant wére. Also a > 0. Da die Abbildung f nicht-konstant und mithin
offen ist, existiert ein Punkt z; € Dg(zp), so dass |f(z1)] < a gilt.

Wir nehmen an, dass f keine Nullstellen in Dg(zp) besitzt. Dann gibt es keine Nullstellen
von f in eine Umgebung von K. Die Funktion g(z) = 1/f(z) ist dann auf dieser Umgebung
holomorph. Nach dem Maximumprinzip gilt
lg(w)| < sup |g(z)] =1/a
z€0K

fir alle w € K. Aber |g(z1)| = 1/|f(z1)| > 1/a fiir 21 € Dg(zp). Widerspruch. Wir schlielen,
dass f eine Nullstelle in Dg(zg) hat.

Aufgabe 6. (5 Punkte)
Bestimmen Sie die Laurentreihe der Funktion f(z) = sin?(1/z) in 0 € C.

Losung. Fiir w € R haben wir die Gleichungen

2

e* = (cos(w) + isin(w))? = cos?(w) — sin®(w) + 2i cos(w) sin(w).

Es folgt, dass cos(2w) = Re(e?™) = cos?(w) — sin?(w) = 1 — 2sin?(w) und damit sin?(w) =
(1/2)(1—cos(2w)) fiir w € R gilt. Da die beiden Seiten der letzten Gleichung ganze Funktionen
sind, gilt diese Gleichung auch fiir alle w € C.

Wir haben: (—1) (—1)"22
-1\ om —1)n2°n 2n
cos(2w) = 3 (oo u) =14 3 o
n>0 nzl
Dann ) (—1)n+ig2n—1 )
sin®(w) = > — g™
n>1 ’
und schliefllich 1o2n—1
.2 _ (=1)ntieen —2n
sin (1/z)—2wz :
n>1 )



Aufgabe 7. (5 Punkte)
Man berechne das Integral [, Ds(0) f(2)dz fiir die folgenden Funktionen

sin(z) 1

fz) = 222 wnd £(2) =

e* — oA

Loésung. Wir benutzen den Residuensatz:

/8D5(0) f(2)dz = 2mi Z resy (f).

weP(f)

Hierbei ist P(f) die Menge der Polstellen von f, die in D5(0) liegen.

Der Nenner der ersten Funktion hat Nullstellen der Ordnung 1 in 2z, = 7 + 2win, n € Z. Da
der Zihler eine Nullstelle in zg hat, gibt es kein Pol in 2g. Wir berechnen: |z,| = mv/1 + 4n? >
2w > 5 fiir n # 0. Es folgt, dass f keine Polstellen in D5(0) besitzt, und dass das Integral
gleich Null ist.

Sei w = 1/z. Dann schreibt man die zweite Funktion als f(w) = 1};’%. Sie ist holomorph in
w = 0. Der Nenner dieser Funktion hat allen Nullstellen auf dem Einheitskreis. Also gibt es
keine Polstellen von f in der Menge {w € C||w| < 1/5}. Nach dem Residuensatz folgt dann,
dass das Integral von f entlang des Kreises {w € C||w| = 1/5}verschwindet.



